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ĝk(x) = Qk gk(x) = E[gk(Xk) | Xk−1 = x] > 0 ,

²¾³
µ¾¶

x
®°¶ ´
	^¸¹O±±^²i³¬´%²
 µHk−1 
´
	^¸a¶
√
H [
〈γHn , 1〉
〈γn, 1〉 − 1 ] =⇒ N(0, Vn) ,
VÀZ9
µ¾¶
√
H 〈µHn − µn, φ〉 =⇒ N(0, vn(φ)) ,
VÀsÀO
®°¶ ¾®¹¬´=³¬® "R´=®ç²¾¶ µ3¹
H ↑ ∞  ²i³yµi¶  "ﬂ²ﬁR¶¸ ?¯¦¸ﬂµ3¹1R³Xµ "aº¸  R¶¿·´=®ç²¾¶ φ   ®°´	D´
	^¸
µ¾¹  ¯-±¿´E²i´®ç· ¾µ¾³¬®çµ¾¶¿·c¸
Vn =
n∑
k=0
var(gk Rk+1:n 1, ηk)
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2
1
ρk
,
µ¾¶
vn(φ) =
n∑
k=0
var(gk Rk+1:n (φ− 〈µn, φ〉), ηk)
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2
1
ρk
,
³V¸¹=±^¸ﬂ·´=®3¸aº



	^¸a³X¸
Rk+1:n φ(x) = Rk+1 · · ·Rn φ(x) = E[φ(Xn)
n∏
p=k+1
gp(Xp) | Xk = x] ,

²¾³
µ¾¶

k = 0, 1, · · · , n   ®°´	D´
	^¸·c²¾¶¾¸¶5´®ç²i¶ Rn+1:n φ(x) = φ(x)  ²¾³
µ¾¶

x ∈ E 
n
\Tbe[aÑgi
p
[ZY
q
`
­
|^¢ z^9Ucv^[ ¤g
e
g3be\

[Zd9]^be
qi
[a\9U[¥
r
`c[ZScSVbegs\ v^g

t^S¤g`%UXv^[
q
SVQTY
r
UcgiUXbu«
q
`cb
q
\Nua[
vn(φ) =
n∑
k=0
〈ηk, |gk Rk+1:n [φ− 〈µn, φ〉] |2 〉
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2
1
ρk
.
É
RŁ
 	 	
£%g
r
`cg3s[£%v^[ags`c[aY"N¢áÂRTbU-bS%[Z\^gs]

vUcg
r
`cg3s[«UXv
q
U
√
H
〈γHn − γn, φ〉
〈γn, 1〉 =⇒ N(0, Vn(φ)) ,
VÀO|s
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
^v^[Z`X[«Ucv^[
q
SXQTY
r
UXgiUcbeu«
q
`Xb
q
\Nu[
Vn(φ)
beS-tR[N\^[Zt9Q
Vn(φ) 〈γn, 1〉2 = var(g0 R1:n φ, η0) 1
ρ0
+
n∑
k=1
var(gk Rk+1:n φ, ηk)
〈γk−1, 1〉2
ρk
,
VÀZ9
gs`[Zd9]^be
qi
[a\9U

Q?9Q
Vn(φ) =
n∑
k=0
var(gk Rk+1:n φ, ηk)
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2
1
ρk
,
SVbe\Nu[
〈γn, 1〉 = 〈γ0 R1:n, 1〉 = 〈η0, g0 R1:n 1〉 ,
q
\NtSXb\5u[
〈γn, 1〉 = 〈γk−1 Rk:n, 1〉 = 〈γk−1, 1〉 〈ηk, gk Rk+1:n 1〉 ,
¤gs`
q
\TQ
k = 1, · · · , n ¢ n \NtR[Z[Ztä^\NgiUXbu[ UXv q U
〈µHn − µn, φ〉 = 〈
γHn
〈γHn , 1〉
, φ− 〈µn, φ〉 〉 = 〈γn, 1〉〈γHn , 1〉
〈γ
H
n − γn
〈γn, 1〉 , φ− 〈µn, φ〉 〉 ,
¤gs`
q
\9Q ;gs]^\5tR[Zt'Y[
q
SV]^`
q


[«¤]^\5u¬UXbegs\
φ

q
\Nt'bUl¤g
e
g¾-S%¤`cgsYÆ£%v^[ag`X[ZY½^¢ )UXv
q
U 〈γHn , 1〉 → 〈γn, 1〉
b\
r
`cgs
q
^b

bUQ
q
S
H ↑ ∞ ,v^[Z\Nu[DÀO q \Nt ÀÀO-¤g e g3w¤`XgY VÀO|s q \NtÅ¤`cgsYUcv^[?P  ]RUcS ­ Q  [ZYY q äbUcv Vn = Vn(1) q \Nt vn(φ) =
Vn(φ− 〈µn, φ〉) ^`X[OS r [Ou¬UXbes[  Q¢
ö0;
-
ö
M
 
¸N¸a¶5´®çµ¾º-µ¾³¬´=®ç·º¸
 
º ¼9²¾³¬®°´
	T¯Æ´
	^µi´¸c¸j±5¹´	N¸µi³¬´®ç·aº¸

¹¬´j¸¯
 
º»®¾¸
Á

g`X[Zg3s[Z`Z9bÀ3|sÄv^g

t^SZTUcv^[a\
(
√
H [
〈γHn , 1〉
〈γn, 1〉 − 1 ],
√
H 〈µHn − µn, φ1〉, · · · ,
√
H 〈µHn − µn, φd〉) ,
ugs\Ts[a`

[hgsbe\U

Q
be\¦tRbeSVUc`Xbe^]RUcbg\
q
S
H ↑ ∞ Ucg q  q ]NScSVb q \  bYbUZs¤g` q \TQy;gs]^\NtR[OtY[ q SX]^` q   [Ä¤]^\NuUXbegs\NS φ1, · · · , φd

]NSVbe\

Ucv^[ Ä`
q
Y_a`V¨ g

t tR[aTbu[s¢
£ÄgtRbÇ¿[a`c[a\9U
r
`XgRgiçSlgslVÀO|
q
`c[

bes[a\ b\ PT[Zu¬Ucbegs\NSÂ
q
\5t {^¿`c[ZS
r
[Zu¬Ucbs[

Q¢ k N`ﬂSU
r
`cgTgs7¤g

g¾-S-Ucv^[
qir^r
`cg
q
ucv
gi  Á^¾£%v^[Zgs`c[aY-).ﬀT9Q be\NtR]NuUXbegs\,
q
\Nt`c[

b[OS,g\
q
\[a¥9Uc[a\NSXbegs\gi
q
ua[a\Uc`
qs
beYbUﬁUXv^[Zgs`c[aYÑ¤g`ﬁSV]NYSgi
q
`
q
\5tRgsYI\9]NYy5[Z`
giÄb¢ b=¢ tä¢ä`
q
\5tRgsY 
q
`cb
q


[ZSZ¿SX[a[£%v^[Zgs`c[aY )N¢»Â¦;[

g3¢
k-\
qi
UX[Z`X\
q
UX[
r
`XgTgso¤g
e
g¾-SlUcv^[
qir^r
`cg
q
ucv gi( ^Äv
qsr
UX[Z` Á.ﬀ=
SV[Z[
qs
SXg»Â9
f
`Xg
r
gSXbUcbg\ |R¢ Á^ Ägs`cg
eq
`XQ|^¢ |sﬁﬀE
q
\Nt?`X[

be[ZSÄgs\
q
\gs`cb

be\
qi
u[Z\UX`
qi;
bYbUUXv^[Zgs`c[aY(¤g`ÄUX`cb
q
\

]
q
`
q
`c`
q
QRS
giﬁY
q
`XUXbe\
9qi
[mbe\Nu`c[aY[Z\UcS-S
r
`X[
q
t
q
u`cgScS

[Z\^[a`
q
Ucbg\NSÄbUXvDtRbÇ¿[a`c[a\U-`
q
\Nt^gsY"SVbe§a[OSa^SX[a[£%v^[ags`c[aY )5¢ÀO
;[

g3¢
£g

[U
q

q
b`uagsY
rNq
`cbSVg\giäUXv^[m\^g\NSX[Zd9]^[a\9UXb
qi;q
\5t?SV[Zd9]^[Z\Ucb
qs5rNq
`XUXbu

[
qie
gs`cbUXv^Y¦SZiUXvN[-UcbY[¨
q
s[a`
qi
[Zt`
q
\Nt^gsY
\9]^Yy;[a` giÄSVbeYy]
q
UX[Ot
r5q
`XUXbu

[ZSZ5vNbeuﬂv beS
q
\Åbe\NtRbu
q
Ucgs`mgsov^g¾ Yy]NuﬂvBugY
r
]RU
q
UXbegs\
qs
[Ç¿gs`XUmv
q
Sl;[Z[a\ ]NSX[Ztääu
q
\Å;[
]NSV[Ot
q
S
q
\^g`XY
qs
be§abe\


q
uUXgs`be\NSVUX[
q
t giUcv^[

[Zs[

H > 0
¢
n
U¤g
e
g¾-S¤`XgY
p
[aY
q
`
­
N¢ }
UXv
q
U
1
H
[
1
n + 1
n∑
k=0
NHk ] −→
1
n + 1
n∑
k=0
ρk ,
b\
r
`cgs
q
^b

bUjQ
q
S
H ↑ ∞ ^v^[a\5u[]^\NtR[Z`%Ucv^[ q ScSV]^Y r Ucbg\NS%gi7£%v^[Zgs`c[aY"^¢»ÂT q \5t ]NSXb\  Ucv^[yP  ]RUcS ­ Q  [ZYY q
[
1
n + 1
n∑
k=0
NHk ]
1/2 〈γHn − γn, 1〉
〈γn, 1〉 =⇒ N(0, V
∗
n ) ,
q
\Nt
[
1
n + 1
n∑
k=0
NHk ]
1/2 〈µHn − µn, φ〉 =⇒ N(0, v∗n(φ)) ,
b\DtRbSUc`Xbe^]RUcbg\
q
S
H ↑ ∞ ^bUcvUXv^[ q SXQTY r UXgsUXbum q `cb q \Nu[
V ∗n = [
1
n + 1
n∑
k=0
ρk ] Vn
q
\Nt
v∗n(φ) = [
1
n + 1
n∑
k=0
ρk ] vn(φ) ,
`X[OS
r
[ZuUXbes[

QvN[a`X[
Vn
q
\Nt
vn(φ)
q
`c[tR[N\^[Ot b\K£%vN[ags`c[aY)N¢áÂR¢

giUcbeua[¦Ucv
q
UyUcv^[
q
SXQTY
r
UXgsUXbu¦
q
`cb
q
\Nua[ZS
V 0n
q
\5t
v0n(φ)
tR[5\^[Zt b\ £%v^[ag`X[ZY |^¢ )?¤g`mUXv^[\^g\NSV[Od9]^[a\Ucb
qiﬁrNq
`XUXbu

[
qs
gs`cbUcv^Yuagsbe\NubtR[
bUcvÅUcv^[
q
SXQTY
r
UXgiUcbeuy
q
`Xb
q
\Nua[ZS
V ∗n
q
\5t
v∗n(φ)
¤gs`UXv^[?`c[a\^g`XY
qs
be§a[OtBSX[Zd9]^[Z\UXb
qiÃrNq
`XUXbu

[
qie
g`XbUXvNY`c[ZS
r
[Zu¬Ucbes[

Qsb\ Ucv^[S
r
[Zub
qi
u
q
SX[¦v^[a`c[
ρ0 =
ρ1 = · · · = ρn
¢

 
É  	 	
 be\
q
`cQSV[

[Ou¬UXbegs\ ﬀ
n
\ÏUcv^[ S
r
[Oub
qi
u
q
SX[ giy^b\
q
`cQSV[

[Ou¬Ucbg\¤]^\Nu¬Ucbg\NSZ-UXvN[ SX]
r^r
gs`XU gs
µHk−1
beS
ugs\9U
q
b\^[Ot b\
Ak−1

q
\Nt b
Qk(x,Ak) = P[Xk ∈ Ak | Xk−1 = x] > 0 ,
¤gs`
q
\TQ
x ∈ Ak−1 TUcv^[a\'bU¤g e g3-S¤`cgsY"£%vN[ags`c[aY"N¢áÂUXv q U
√
H (
PHn
Pn
− 1) =⇒ N(0, Vn) ,
b\DtRbSUc`Xbe^]RUcbg\
q
S
H ↑ ∞ ^bUcvUXv^[ q SXQTY r UXgsUXbum q `cb q \Nu[
Vn =
n∑
k=0
(1− pk) +
n∑
k=0
var(Rk+1:n 1, µk)
〈µk, Rk+1:n 1〉2 ,
SVbe\Nu[
1/ρk = 〈ηk, gk〉 = pk ¤gs` q \TQ k = 0, 1, · · · , n ¢
--
ò87ﬂS1949
ÀZ  
¸ºeµ¾¶
	

aµ¾¶¿¸
  
a ﬂ	 	ﬃﬀ7- &  &Ð
	¬+¦&&
n
\Ucv^beS SX[ZuUXbegs\,-SXgsY[Å
q
SXbeu
r
`cg
r
[Z`VUcb[OS
q
`c[
r
`cg3s[Ot ¤gs`SV]^Y¦Sgi
q
`
q
\NtRgY \T]^Yy;[a` gsb¢ b=¢ tä¢Ä`
q
\5tRgsY 
q
`Xb
q


[ZSZ
[ZS
r
[Zub
qie
Qv^[a\ UXvNbeS¦`
q
\5tRgsY \9]NYy;[a`?bS
q
SUcg
r^r
be\

UcbY[¢ ,[U
ξ1, · · · , ξi, · · ·
;[Db¢ b¢ tä¢Ã`
q
\NtRgsY 
q
`cb
q


[ZSbUcv
ugsYYgs\
r
`cgs
q
^b

bUQtRbSUc`Xbe^]RUcbg\
µ

q
\5t

[U
Λ
;[
q
\^gs\N\^[
q
UXbes[;g]^\NtR[Ot'Y[
q
SX]^`
q


[ ¤]^\Nu¬Ucbg\,
r
g9SXSXb

QU
qi­
be\

UXv^[§a[Z`Xg
qi
]^[¢1^g`
q
\9Q
H > 0
Nug\NSVbtR[Z`UXvN[SUcg
r^r
be\

UXbeY[
NH = inf{N ≥ 1 :
N∑
i=1
Λ(ξi) ≥ H λ} vN[a`c[ λ = sup
x∈E
Λ(x) .
ÃÉ    
 		  
 〈µ,Λ〉 > 0  ´	N¸¶ ´
	^¸¹ﬂ´j²c±±;®°¶T¼´=®°¯¸ NH ®¹yµ  ¹  $o¶N®°´j¸
µ¾¶ ¦®°¶5´E¸E¼i³Xµ#"º¸ 

	
Q¦Ucv^[SVUX`cgs\
q
Ñgi
eq
`

[m\T]^Yy;[a`ﬂSa^bU°g
e
g¾-SÄUcv
q
U
1
N
N∑
i=1
Λ(ξi) −→ 〈µ,Λ〉 ,
q
¢ Sa¢
q
S
N ↑ ∞  q \5t b 〈µ,Λ〉 > 0 RUcv^[a\
N∑
i=1
Λ(ξi) −→∞ ,
q
\Nt UXv^[ 5\^bUc[

[as[

H λ
bS`X[
q
uﬂv^[Zt
q
°Uc[a`
q
N\^bUX[\9]^Yy;[a`
giSVUX[
r
Saﬁb=¢ [¢,UXvN[SUcg
r^r
be\

UXbeY[
NH
beS
q
¢ SZ¢ﬃN\^bUc[s¢
n
\
q
t^tRbUXbegs\ÐT¤g`
q
\9Q
a > 0
P[NH > N ] = P[
N∑
i=1
Λ(ξi) < H λ] = P[exp{−a
N∑
i=1
Λ(ξi)} > e−a H λ] ≤ ea H λ rN ,
9Qbe\NtR[
r
[Z\NtR[a\Nua[sNv^[a`c[
r = E[exp{−aΛ(ξ)}] =
∫
E
e−a Λ(x) µ(dx) = 〈µ, e−a Λ〉 ,
q
\Nt'bU-¤g

g¾-S%¤`XgY Ð[aYY
q
m¢eÀ UXv
q
U
r < 1
b
q
\Ntgs\

Q b 〈µ,Λ〉 > 0 ¢£%vNbeS r `cg3[ZSUcv q U-Ucv^[ySVUXg rNr b\  UXbeY[ NH beS
b\9UX[

`
q


[s
q
\NtUcv^[[ZSVUXbeY
q
UX[
E[NH ] =
∞∑
N=0
P[NH > N ] ≤ ea H λ
∞∑
N=0
rN ≤ e
a H λ
1− r < ∞ ,
v^g

t^SZ¢
ÃÉ
  

 	 
	  
 〈µ,Λ〉 > 0  ´	N¸¶ ´
	^¸y³X²ﬁs¼5	Å¸¹¬´®°¯¦µ¾´j¸
sup
φ : ‖φ‖=1
{E | 〈SNH (µ)− µ,Λφ〉 |2 }1/2 ≤ ωH λ ,
µ¾¶?´
	^¸y³V¸ $o¶¿¸  ¸¬¹¬´®°¯¦µ¾´j¸
sup
φ : ‖φ‖=1
E | 〈SNH (µ)− µ,Λφ〉 | ≤ ωH [ 〈µ,Λ〉+ ωH λ ] ,
	^²¾º 


	^¸a³X¸
ωH =
1
H
√
H + 1
®¹y²

²¾³ ¸³
1/
√
H


	
Ð[U
δH = Λ(S
NH (µ)− µ) q \5t δ′H =
Λ(SNH (µ)− µ)
〈SNH (µ),Λ〉 .

giUcbeua[«Ucv
q
U
δH = δ
′
H 〈SNH (µ),Λ〉 = δ′H [ 〈µ,Λ〉+ 〈δH , 1〉 ] = δ′H [ 〈µ,Λ〉+ 〈δ′H , 1〉 〈SNH (µ),Λ〉 ] ,
v^[a\Nua[
| 〈δH , φ〉 | ≤ | 〈δ′H , φ〉 | λ ,
ö0;
-
ö
M
 
¸N¸a¶5´®çµ¾º-µ¾³¬´=®ç·º¸
 
º ¼9²¾³¬®°´
	T¯Æ´
	^µi´¸c¸j±5¹´	N¸µi³¬´®ç·aº¸

¹¬´j¸¯
 
º»®¾¸
ÀsÀ
q
\Nt
| 〈δH , φ〉 | ≤ | 〈δ′H , φ〉 | [ 〈µ,Λ〉+ | 〈δ′H , 1〉 | λ ] ,
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
¢
n
U¤g
e
g3-S¤`cgsY#°UXvN[
r
`cgTgigsc Ð[aYY
q
zR¢ )be\ eÀsÀﬀ,UXv
q
U
sup
φ : ‖φ‖=1
{E | 〈δ′H , φ〉 |2 }1/2 ≤
1
H
√
H + 1 = ωH ,
v^beuﬂvBbeYY[ZtRb
q
Uc[

Q
r
`Xg¾s[ZSmUXv^[`cgs]

vÅ[OSUcbY
q
UX[s
q
\Nt ]NSXb\

Ucv^[	
q
]Nuﬂv9Q¨^PRucvT
q
`XUX§
b\N[Zd9]
qi
bUjQ
q
\NtÅUcv^[

be\
­
g¾-S
­
b
UX`cb
q
\
s
[«be\^[Zd9]
qs
bUQ?QTbe[

t^S
E | 〈δH , φ〉 | ≤ E[ | 〈δ′H , φ〉 | [ 〈µ,Λ〉+ | 〈δ′H , 1〉 | λ ] ]
≤ {E | 〈δ′H , φ〉 |2 }1/2 [ 〈µ,Λ〉+ {E | 〈δ′H , 1〉 |2 }1/2 λ ]
≤ ωH [ 〈µ,Λ〉+ ωH λ ] ‖φ‖ ,
v^beuﬂv
r
`Xg¾s[ZSUXv^[`c[N\^[Ot [ZSVUXbeY
q
UX[¢
ÃÉ    
 	  	  
 〈µ,Λ〉 > 0  ´	N¸¶ NH
H ρ
→ 1 µ¾¶  H
NH
→ 1
ρ
®°¶
L
2 µ3¹ H ↑ ∞   ®°´	D³Xµi´E¸ 1/√H   	N¸³X¸ ρ = λ〈µ,Λ〉


	
Ngs`
q
\TQ
N ≥ 1 Nt^[N\^[
DN =
N∑
i=1
Λ(ξi)
q
\Nt
MN =
N∑
i=1
[Λ(ξi)− 〈µ,Λ〉 ] = DN −N 〈µ,Λ〉 .
ÄQ tR[5\^bUcbg\'giUXvN[SUcg
r^r
be\

UXbeY[
NH
RbU-v^g

t^S
H λ ≤ DNH = DNH−1 + Λ(ξNH ) ≤ (H + 1)λ ,
v^[a\Nua[s^]
r
gs\DSV]^^UX`
q
u¬Ucb\

H λ
UXvN`Xg]

v^g]RU
0 ≤ DNH −H λ ≤ λ .

SXb\

UXv^[tR[OugsY
r
g9SVbUXbegs\
NH 〈µ,Λ〉 −H λ = DNH −H λ−MNH ,
q
\NtUcv^[ UX`cb
q
\
s
[«be\^[Zd9]
qs
bUQ?QTbe[

t^S
|NH 〈µ,Λ〉 −H λ| ≤ |DNH −H λ|+ |MNH | ≤ λ + |MNH | .
PTb\5u[ 〈µ,Λ〉 > 0 äbU«¤g e g3-Sl¤`cgsY ,[ZYY q )N¢eÀyUXv q U«UXv^[¦SUcg r^r be\  UcbeY[ NH bS«b\9UX[  ` q   [s q \NtÅbU«¤g e g3-Sl¤`cgsYUcv^[

qs
tbetR[Z\UcbUQs5SX[a[ [s¢

¢ ÀOR
f
`cg
r
gSXbUXbegs\
n 
¨ )¾¨^|RÀﬀEUcv
q
U
E[DNH ] = E[NH ] 〈µ,Λ〉
q
\Nt
E|MNH |2 = E[NH ] var(Λ, µ) ,
v^[a\Nua[
E|MNH |2 =
var(Λ, µ)
〈µ,Λ〉 E[DNH ] ≤ (H + 1)λ
2 ,
SVbe\Nu[
var(Λ, µ) = 〈µ,Λ2〉 − 〈µ,Λ〉2 ≤ 〈µ,Λ2〉 ≤ λ 〈µ,Λ〉  q \5t SVbe\Nua[ DNH ≤ (H + 1)λ
¢

SXb\

UXv^[

b\
­
g3-S
­
b
UX`cb
q
\
s
[«be\^[Zd9]
qs
bUQ?QTbe[

t^S
{E|NH 〈µ,Λ〉 −H λ|2}1/2 ≤ λ + {E|MNH |2}1/2 ≤ (
√
H + 1 + 1)λ ,
q
\Ntä^]
r
gs\DtRbe9btRbe\

TQ
H λ
Ucv^`cgs]

v^gs]RU
{E|NH
H ρ
− 1|2}1/2 ≤ 1
H
(
√
H + 1 + 1) = ωH +
1
H
,
v^[a`c[
ωH
bSgiﬁgs`ﬂtR[Z`
1/
√
H
¢ÃPTbe\Nu[
NH ≥ H ^bU-v^g  t^S
| H
NH
− 1
ρ
| ≤ NH
H
| H
NH
− 1
ρ
| = 1
H λ
|NH 〈µ,Λ〉 −H λ| ,
v^[a\Nua[
{E| H
NH
− 1
ρ
|2}1/2 ≤ 1
H
(
√
H + 1 + 1) = ωH +
1
H
. 2
--
ò87ﬂS1949
ÀO|  
¸ºeµ¾¶
	

aµ¾¶¿¸
É RŁ 
 	
 	
kwtRb`c[ZuU

gTg
­
be\UXg¦UXvN[
r
`XgTgsçS%gs ,[aYY
q
)5¢ |
q
\Nt Ð[aYY
q
)N¢ SXv^g¾-SUcv
q
U
q
uags\NtRbUXbegs\
qi
s[a`ﬂSVbeg\ gs
UXv^[¦S
q
Y[`c[ZSX]

UﬂS«v^g

t^S ]^\NtR[a` Ucv^[¤g
e
g3be\
q
SXSX]^Y
r
Ucbg\NSa¢^g`
q
\9Q
H > 0


[U
ξH1 , · · · , ξHi , · · ·
;[b=¢ b=¢ tä¢ä`
q
\NtRgY

q
`cb
q


[ZSÄugs\5tRbUcbegs\
qie
Q¢ `O¢ UO¢9UXv^[
σ
¨
qie
[Z^`
q
FH
TbUcv uagsYYgs\ ug\NtRbUXbegs\
qs5r
`Xg
q
^b

bUQ¦tRbSUc`Xbe^]RUcbg\
µH


[aU
Λ
;[
q
\^gs\^\^[
q
UXbes[«;gs]N\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\Nu¬Ucbg\,
r
g9SXSXbe

Q¦U
qi­
be\

Ucv^[§a[Z`Xg
qi
]^[s
q
\Ntuags\NSXbet^[a`Ucv^[SUcg
r^r
b\

UcbY[
NH = inf{N ≥ 1 :
N∑
i=1
Λ(ξi) ≥ H λ} vN[a`c[ λ = sup
x∈E
Λ(x) .
n
 〈µH ,Λ〉 > 0 RUXvN[a\ ¤b°ÄUcv^[`Xg]  v [OSUcbY q Uc[
sup
φ : ‖φ‖=1
{E[ | 〈SNH (µH)− µH ,Λφ〉 |2 | FH ] }1/2 ≤ ωH λ ,
q
\NtUcv^[`X[N\^[Zt[ZSVUXbeY
q
UX[
sup
φ : ‖φ‖=1
E[ | 〈SNH (µH)− µH ,Λφ〉 | | FH ] ≤ ωH [ 〈µH ,Λ〉+ ωH λ ] ,
v^g

tä^v^[a`c[
ωH
gsﬁgs`ﬂtR[a`
1/
√
H

q
\Nt ¤beb
{E[ | NH
HρH
− 1|2 | FH ]}1/2 ≤ ωH + 1
H
q
\5t {E[ | H
NH
− 1
ρH
|2 | FH ]}1/2 ≤ ωH + 1
H
,
bUcv
ρH =
λ
〈µH ,Λ〉
¢
£%v^[¤g
e
g¾be\

ua[a\Uc`
qiT
beYbU7UXv^[Zgs`c[aY'
­
\Ng3\
be\SX[Zd9]^[a\9UXb
qi^q
\
qi
QRSXbeS
q
SÐUcv^[k-\5SXuagsYy;[ÄUcv^[ag`X[ZYiv
q
S75[Z[a\
r
`cg3s[Ot
b\ eÀZ}5ﬀN¤g`ÃSV]NYSogi
q
`
q
\NtRgsY \T]^Yy;[a`Ãgs¿b¢ b=¢ t,¢s`
q
\NtRgY 
q
`cb
q


[ZSZiSX[a[
qi
SVg  {^9£%v^[ag`X[ZY
n
¢ N¢ÀﬀNgs` ÀOÁR9£%v^[Zgs`c[aY(|R¢ ).ﬀE¢
 
ÉTÍ
Ł
É


 	   
 O
Í
B
É

	
 
²¾³ µ¾¶

H > 0 
º¸a´
ρH > 0
"c¸µ¸´j¸³¬¯®°¶N®¹¬´=®ç··c²i¶^¹¬´jµ¾¶N´

µi¶
º¸´
XH1 , · · · , XHi , · · ·
"c¸y®

®



³Xµ¾¶ s²i¯ 3µi³¬®çµ "aº¸¹

®°´
	Z¸a³X²?¯¸ﬂµ¾¶ µi¶%¾µ¾³¬®çµ¾¶¿·c¸
σ2H

 
 rH = bHρHc → ∞  ® 
NH
HρH
−→ 1 ,
®°¶¦±;³X²#"cµ "a®°º®°´


µi¶?®

´
	^¸

®°¶ s¸'"c¸a³¼·ﬂ²¾¶ ¾®°´=®ç²¾¶
E[1
{|X
H
i
σH
| ≥ c√rH}
|X
H
i
σH
|2] −→ 0 ,
	^²¾º 3¹

²¾³
µi¶

c > 0 
´	N¸¶
1√
NH
NH∑
i=1
XHi
σH
=⇒ N(0, 1) µ¾¶  1√
HρH
NH∑
i=1
XHi
σH
=⇒ N(0, 1) ,
®°¶ ¾®¹¬´=³¬® "R´=®ç²¾¶ µ3¹
H ↑ ∞ 
É
RŁ

 	  	 
SVbe\

Ucv^[
P

]^UcS
­
Q

[aYY
q

q
\Nt'SXbe\Nu[
√
NH√
HρH
→ 1 b\ r `Xg q Nb  bUQ q S H ↑ ∞ ^Ucv^[Ujg?ug\9s[a`  [Z\Nu[
`X[OSV]

UcS
q
`X[ b\5tR[a[Zt[Zd9]^be
qs
[Z\UO¢
£%v^[\^[a¥9U
UXv^[Zgs`c[aY
r
`Xg¾Tbet^[ZS
q
SVUX`cgs\

[a``X[OSV]

UOﬁbUXv
qDr
`c[ZubSX[SU
q
UX[ZY[a\U
g\ Ucv^[ ug\9s[Z`

[a\Nua[gs-ug\NtRbUXbegs\
qs
ucv
q
`
q
u¬Uc[a`cbeSVUXbu°]N\Nu¬Ucbg\NSaTb\
q
S
r
[Oub
qi
u
q
SX[-v^[a`c[-;gsUXv
σ2H
q
\Nt
ρH
q
`c[`
q
\Nt^gsY 
q
`cb
q


[OSa¢
n
UÄbSÃ]NSV[Ot¦b\
q
\¦[ZScSX[a\Ucb
qs

q
Qb\ÅPT[ZuUXbegs\ÅÂRRbe\ Ucv^[
r
`cgTgigs7£%v^[ag`X[ZY N¢áÂy9Qbe\NtR]NuUXbegs\,¢
 
ÉTÍ
Ł
É


 	  	
 
²¾³Åµi¶

H > 0 
º¸a´
XH1 , · · · , XHi , · · ·
"ﬂ¸D®

®



³Xµ¾¶ s²i¯ 3µi³¬®çµ "aº¸¹ ·ﬂ²¾¶i®°´®ç²i¶;µiº°º



³

´

´	N¸
σ 
µ¾º ¼9¸0"a³Xµ
FH 

®°´
	O¸a³V²'·c²i¶¾®°´=®ç²¾¶¿µ¾º7¯¸ﬂµ¾¶ µ¾¶  ·c²i¶¾®°´=®ç²¾¶¿µ¾º¾µ¾³¬®çµ¾¶¿·c¸
σ2H 
µi¶º¸a´
ρH > 0
"c¸µ
FH 
¯¸ﬂµ3¹1R³Xµ "aº¸³



 
 rH = bHρHc → ∞ ®°¶¦±¿³X² "ﬂµ "a®°º»®¤´


®

FH(d) = P[ | NH
HρH
− 1| > d | FH ] −→ 0 ,
ö0;
-
ö
M
 
¸N¸a¶5´®çµ¾º-µ¾³¬´=®ç·º¸
 
º ¼9²¾³¬®°´
	T¯Æ´
	^µi´¸c¸j±5¹´	N¸µi³¬´®ç·aº¸

¹¬´j¸¯
 
º»®¾¸
ÀZ
®°¶¦±;³X²#"cµ "a®°º®°´


²¾³
µ¾¶

d > 0 
µi¶?®

´
	^¸·c²i¶¾®°´=®ç²¾¶¿µ¾º

®°¶¸0"ﬂ¸³¼'·c²i¶i®°´®ç²i¶
RH(c) = E[1
{|X
H
i
σH
| ≥ c√rH}
|X
H
i
σH
|2 | FH ] −→ 0 ,
	^²¾º 3¹®°¶¦±¿³X² "ﬂµ "a®°º»®¤´


²¾³
µi¶

c > 0 
´	N¸¶

²i³yµi¶

$T¸ ¦³X¸cµiº,¶R¯ "ﬂ¸a³
u
E[ exp{i u√
HρH
NH∑
j=1
XHj
σH
} | FH ] −→ exp{− 12 u2} ,
VÀ)T
®°¶
L
1 µ3¹ H ↑ ∞     ®°¶ µ  i®°´®ç²i¶ σH√
ρH
→ σ√
ρ
®°¶¦±¿³X² "cµ#"a®°º»®¤´


´	N¸¶

²¾³
µi¶

$9¸ ¦³V¸ﬂµ¾ºÐ¶R¯ "ﬂ¸³
u
E[ exp{i u
√
H
1
NH
NH∑
j=1
XHj } | FH ] −→ exp{− 12
u2 σ2
ρ
} , VÀOz
®°¶
L
1 µ3¹ H ↑ ∞ 

SVbe\

Ucv^[ Ð[a;[OS

]^['tRgsYbe\
q
Uc[Zt ugs\Ts[a`

[a\5u[UXv^[Zgs`c[aY'ÃbU¦bS¦SX] +?ube[a\U¦UXg
r
`cg3s[ UXv
q
UÅVÀ)9
q
\5tÑÀ3zs
v^g

tKbe\
r
`Xg
q
^b

bUQ¢7£%vN[
r
`cgTgsÐgs7£%v^[ag`X[ZY )N¢»ÂbS
r
g9SU
r
gs\^[Ot?Ucg¦k
rNr
[a\NtRb¥'k¢
É RŁ 
 	 	ln
À)TÄv^g

t^SZTUcv^[a\'be\
rNq
`VUcbeua]
q
`
ZH =
1√
HρH
NH∑
j=1
XHj
σH
=⇒ N(0, 1) ,
b\DtRbSUc`Xbe^]RUcbg\
q
S
H ↑ ∞ ¢
É
RŁ

 	 	ln

FH(d) → 0 be\ r `Xg q ^b  bUQ¤g` q \9Q d > 0 ,çgs`[Zd9]^be qi [a\9U  Q¦be\ L1 ]NSXb\  Ucv^[ ,[Z;[ZS  ]^[ tRgYb\ q UX[Ot
ugs\Ts[a`

[Z\Nu[«UXv^[Zgs`c[aY?¬^Ucv^[a\D[Zd9]^be
qs
[Z\U

Q
E[FH(d)] → 0 ¤g` q \TQ d > 0 ;SVbe\Nua[ UXvN[ZSV[`O¢ ¿¢  S q `X[\^gs\N\^[ 9q UXbes[s^vNbeuﬂv
Y[
q
\NS%UXv
q
U NH
HρH
→ 1 be\ r `Xg q ^b  bUQ q S H ↑ ∞ ¢
£%v^[
q
SVU1`c[ZSX]

U1gs5Ucv^bSoSX[Zu¬Ucbg\bS
q
u[Z\Uc`
qsR
bYbUoUXv^[Zgs`c[aYw¤gs`7Uc`Xb
q
\

]
q
`
q
`X`
q
QRSﬁgi¿Y
q
`VUcbe\
qi
[be\Nua`X[ZY[Z\UﬂS1S
r
`c[
q
t
q
u`cgScS

[a\^[Z`
q
UXbegs\NSbUXv`
q
\NtRgY SVbe§a[OSa¢
n
U?bS]5SV[Ot be\
q
\ [ZScSV[Z\Ucb
qs

q
Qbe\PT[Ou¬Ucbg\{^be\
q
\
qi
UX[Z`X\
q
UX[
r
`cgTgimgs
£%v^[ag`X[aY"N¢áÂR¢
 
ÉTÍ
Ł
É


 	   	
 
²¾³¦µ¾¶

k = 0, 1, · · · , n  ºe¸´ FHk = {FHk,i , i ≥ 0}
"ﬂ¸?µ¾¶ ®°¶;·a³X¸cµ¾¹¬®°¶9¼'¹a¸ N¸a¶;·c¸?²
 σ 
µ¾º ¼9¸0"a³Xµ3¹

º¸a´
NHk
"ﬂ¸µy¹¬´E²ﬂ±s±;®°¶T¼´=®¯¦¸


³

´

FHk 

	R®ç· 	Dµ¾º¤º²

¹«´E² s¸ $o¶¿¸«´	N¸
σ 
µiº ¼9¸0"a³Xµ
HHk = F
H
k,NH
k

µ3¹ﬂ¹1R¯¸«´
	^µ¾´
FH0,0 = {∅,Ω}


²i³
k = 0 
µ¾¶ 
FHk,0 = H
H
k−1


²¾³
k = 1, · · · , n  µ¾¶ º¸a´ {XHk,i , i ≥ 1}
"ﬂ¸«µ¹a¸ N¸¶¿·c¸«²

¹Nµ¾³X¸m®¶5´E¸E¼s³Xµ "aº¸m³Xµ¾¶ s²i¯
3µi³¬®çµ "aº¸¹
µ sµc±¿´E¸ ´j²
FHk 
¹1N· 	'´
	^µi´
E[XHk,i | FHk,i−1] = 0 ,
VÀZ}
E[ |XHk,i|2 | FHk,i−1] = V Hk,0 ,
VÀ3Âs
µ¾¶
E[ |XHk,i|2 1{|XHk,i| > ε} | F
H
k,i−1] ≤ Y H,εk,0 ,
VÀZ{9

²¾³
µ¾¶

i ≥ 1   	^¸a³V¸ V Hk,0
µi¶
Y H,εk,0
µ¾³X¸y¯¦¸cµ¾¹R³Xµ#"ºe¸


³

´

FHk,0

 
 
²i³yµi¶

ε > 0
n∑
k=0
NHk V
H
k,0 −→ Wn
µi¶
n∑
k=0
NHk Y
H,ε
k,0 −→ 0 ,
VÀZÁ
®°¶¦±;³X²#"cµ "a®°º®°´


´
	^¸a¶
SHn =
n∑
k=0
NHk∑
i=1
XHk,i =⇒ N(0,Wn) ,
®°¶ ¾®¹¬´=³¬® "R´=®ç²¾¶ µ3¹
H ↑ ∞ 
£%v^[
r
`XgTgs¿gi,£%v^[ag`X[ZY )5¢ÀO«bS
r
g9SU
r
gs\^[ZtUXgyk
r^r
[a\Nt^b¥ m¢1£%v^[-btR[
q
bS1UXgy`X[Z`XbUX[
SHn
q
S
q
SXbe\
s
[-SX]^Y
q
ua`Xg9SXS
qs

[a\N[a`
q
UXbegs\5Sa
q
\Nt«UXg-]NSX[
q
u[a\9UX`
qis
bYbUÐUXv^[Zgs`c[aY¤gs`,UX`cb
q
\

]
eq
`
q
`c`
q
QRS¿giRY
q
`XUXbe\
qs
[1b\5u`c[aY[a\UﬂS á|R3£%v^[Zgs`c[aY |R¢ {^¢ )9|5ﬀE¢
--
ò87ﬂS1949
À)  
¸ºeµ¾¶
	

aµ¾¶¿¸
 
 7ﬀ¦ﬀ ﬀ ﬃ ﬀﬁ-
 
^g`
q
\9Q?;g]^\NtR[Ot Y[
q
SV]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
1{τN > n} 〈µ
N
n , φ〉 − 〈µn, φ〉 = 1{τN > n} 〈µ
N
n − µn, φ〉 − 1{τN ≤ n} 〈µn, φ〉 ,
q
\Nt g\ UXv^[
¼9²Z² ?¹a¸a´
ANn = {τN > n}
bU-v^g

t^S
〈µNn − µn, φ〉 =
〈γNn , φ〉
〈γNn , 1〉
− 〈γn, φ〉〈γn, 1〉 =
〈γNn − γn, φ〉
〈γn, 1〉 − 〈µ
N
n , φ〉
〈γNn − γn, 1〉
〈γn, 1〉 ,
v^[a\Nua[
| 1{τN > n} 〈µ
N
n , φ〉 − 〈µn, φ〉 |
≤ 1{τN > n}
| 〈γNn − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 + ‖φ‖ 1{τN ≤ n} + ‖φ‖ 1{τN > n}
| 〈γNn − γn, 1〉 |
〈γn, 1〉 ,
q
\NtSXbYb
q
`

Q
1{τN > n} 〈γ
N
n , φ〉 − 〈γn, φ〉 = 1{τN > n} 〈γ
N
n − γn, φ〉 − 1{τN ≤ n} 〈γn, φ〉 ,
v^[a\Nua[
| 1{τN > n} 〈γ
N
n , φ〉 − 〈γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 ≤ 1{τN > n}
| 〈γNn − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 + ‖φ‖ 1{τN ≤ n} .
£%v^beS-SXv^g3-SUcv
q
Uy
)T
q
\Nt zÄvNg

t bUXv
zNn = sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANn
| 〈γNn − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 ] ,
q
\NtUcg
r
`cg3s[£%v^[ag`X[ZY"|^¢ |
bU-beS[a\^g]

v UXg
r
`Xg¾s[mUcv
q
UUXvN[SX[Zd9]^[Z\Nu[tR[N\^[Ot TQ
zNk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk
| 〈γNk − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉 ]
q
\5t
ANk = {τN > k} ,
¤gs`
q
\TQ
k = 0, 1, · · · , n S q UcbeS N[OSÄUcv^[  be\^[ q ``X[Ou]^`ﬂSXbg\Bç}9¬¢

	  	
	 
  
Ngs`
k = 0
^bU-v^g

t^S
〈γN0 − γ0, φ〉 = 〈δN0 , φ〉 ,
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
^v^[Z`X[
δN0 = g0 (η
N
0 − η0) = g0 (SN (η0)− η0) ,
9Q tR[5\^bUcbg\,¢o£%v^[Z`X[a¤gs`c[
zN0 = sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
AN0
| 〈γN0 − γ0, φ〉 |
〈γ0, 1〉 ] ≤ supφ : ‖φ‖=1
E
| 〈δN0 , φ〉 |
〈γ0, 1〉 .

giUcbeua[«Ucv
q
U
E | 〈δN0 , φ〉 | ≤
1√
N
[ var(g0 φ, η0) ]
1/2 ≤ 1√
N
[ sup
x∈E
g0(x) 〈η0, g0〉 ]1/2 ‖φ‖ ,
q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γ0, 1〉 = 〈η0, g0〉 ^bU-v^g  tNS
[ sup
x∈E
g0(x) 〈η0, g0〉 ]1/2
〈γ0, 1〉 = [
sup
x∈E
g0(x)
〈η0, g0〉 ]
1/2 =
√
ρ0 ,
ö0;
-
ö
M
 
¸N¸a¶5´®çµ¾º-µ¾³¬´=®ç·º¸
 
º ¼9²¾³¬®°´
	T¯Æ´
	^µi´¸c¸j±5¹´	N¸µi³¬´®ç·aº¸

¹¬´j¸¯
 
º»®¾¸
ÀOz
v^[a\Nua[
zN0 ≤
√
ρ0√
N
.
^g`
q
\9Q
k = 1, · · · , n ^bU-v^g  t^S
γNk − γk = gk ηNk 〈γNk−1, 1〉 − gk (γk−1 Qk)
= gk (γ
N
k−1 Qk − γk−1 Qk) + gk (ηNk − µNk−1 Qk) 〈γNk−1, 1〉 ,
v^[a\Nua[
〈γNk − γk, φ〉 = 〈γNk−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉+ 〈δNk , φ〉 〈γNk−1, 1〉 ,
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
^v^[Z`X[
δNk = gk (η
N
k − µNk−1 Qk) = gk (SN (µNk−1 Qk)− µNk−1 Qk) ,
9Q tR[5\^bUcbg\,¢o£%v^[Z`X[a¤gs`c[
sup
φ : ‖φ‖=1
E[1
ANk
| 〈γNk − γk, φ〉 | ] ≤ sup
φ : ‖φ‖=1
E[1
ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉 | ]
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈δNk , φ〉 | 〈γNk−1, 1〉 ]
≤ sup
x∈E
gk(x) sup
φ : ‖φ‖=1
E[1
ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, φ〉 | ]
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈δNk , φ〉 | 〈γNk−1, 1〉 ] ,
q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γk, 1〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ^bU-v^g  t^S
zNk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk
| 〈γNk − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉 ]
≤
sup
x∈E
gk(x)
〈ηk, gk〉 supφ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉 ]
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈δNk , φ〉 | 〈γNk−1, 1〉
〈γk, 1〉 ] ,
b¢ [s¢
zNk ≤ ρk zNk−1 + εNk ,
=|i9
bUcv Ucv^[

gRu
qs
[Z`X`cgs`
εNk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈δNk , φ〉 | 〈γNk−1, 1〉
〈γk, 1〉 ] ,
q
S¤gs`ﬂube\

Uc[a`cY'¢

giUcbeua[«UXv
q
U-gs\ Ucv^[
¼²O² ?¹¸a´
ANk−1 ∈ FNk−1
E[ | 〈δNk , φ〉 | | FNk−1 ] ≤
1√
N
[ var(gk φ, µ
N
k−1 Qk) ]
1/2
≤ 1√
N
[ sup
x∈E
gk(x) 〈µNk−1 Qk, gk〉 ]1/2 ‖φ‖ ,
v^[a\Nua[
E[ | 〈δNk , φ〉 | 〈γNk−1, 1〉 | FNk−1 ] ≤
1√
N
[ sup
x∈E
gk(x) 〈µNk−1 Qk, gk〉 ]1/2 〈γNk−1, 1〉 ‖φ‖
≤ 1√
N
[ sup
x∈E
gk(x) 〈γNk−1 Qk, gk〉 〈γNk−1, 1〉 ]1/2 ‖φ‖ ,
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q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γk, 1〉 = 〈γk−1 Qk, gk〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ^bU-v^g  t^S
[ sup
x∈E
gk(x) 〈γNk−1 Qk, gk〉 〈γNk−1, 1〉 ]1/2
〈γk, 1〉
= [
sup
x∈E
gk(x)
〈ηk, gk〉
〈γNk−1 Qk, gk〉
〈γk−1 Qk, gk〉
〈γNk−1, 1〉
〈γk−1, 1〉 ]
1/2
≤ √ρk [ 1 +
| 〈γNk−1 − γk−1, Qk gk〉 |
〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ]
1/2 [ 1 +
| 〈γNk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ]
1/2
≤ √ρk [ 1 + 12
| 〈γNk−1 − γk−1, Qk gk〉 |
〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 +
1
2
| 〈γNk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ,
]NSVbe\

UXvN[SVUX`
q
b

v9UV¤gs`c
q
`ct[OSUcbY
q
Uc[
√
1 + x
√
1 + y ≤ 1+ 12 x+ 12 y
sv^buﬂvv^g

t^Sﬁ¤gs`
q
\9Q\^g\^\^[
9q
Ucbs[`c[
qi
\9]^Yy;[Z`cS
x ≥ 0 q \Nt y ≥ 0 ¢o£%v^[a`c[¤g`X[
εNk ≤
√
ρk√
N
[ 1 + 12 E[ 1ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, Qk gk〉 |
〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ]
+ 12 E[ 1ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ]
≤
√
ρk√
N
[ 1 + 12 ρk sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉 ]
+ 12 E[ 1ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ]
≤
√
ρk√
N
[ 1 + ρk sup
φ : ‖φ‖=1
E[ 1
ANk−1
| 〈γNk−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ]
≤
√
ρk√
N
(1 + ρk z
N
k−1) ,
q
\Nt
r^
]

be\

Ucv^beS[OSUcbY
q
UX[ be\UcgD=|i9ÄQ9be[

t^S
zNk ≤ ρk (1 +
√
ρk√
N
) zNk−1 +
√
ρk√
N
. 2
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q
\9Q?;g]^\NtR[Ot Y[
q
SV]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
〈µHn − µn, φ〉 =
〈γHn , φ〉
〈γHn , 1〉
− 〈γn, φ〉〈γn, 1〉 =
〈γHn − γn, φ〉
〈γn, 1〉 − 〈µ
H
n , φ〉
〈γHn − γn, 1〉
〈γn, 1〉 ,
v^[a\Nua[
| 〈µHn − µn, φ〉 | ≤
| 〈γHn − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 + ‖φ‖
| 〈γHn − γn, 1〉 |
〈γn, 1〉 .
£%v^beS-SXv^g3-SUcv
q
Uyç{9ÄvNg

t^S%bUXv
zHn = sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γHn − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 ] ,
q
\NtUcg
r
`cg3s[£%v^[ag`X[ZY N¢ )bU-beS[a\^g]

v UXg
r
`Xg¾s[mUcv
q
UUXvN[SX[Zd9]^[Z\Nu[tR[N\^[Ot TQ
zHk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γHk − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉 ] ,
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-
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q
\TQ
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Ngs`
k = 0
^bU-v^g

t^S
〈γH0 − γ0, φ〉 = 〈δH0 , φ〉 ,
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
^v^[Z`X[
δH0 = g0 (η
H
0 − η0) = g0 (SN
H
0 (η0)− η0) ,
9Q tR[5\^bUcbg\,¢o£%v^[Z`X[a¤gs`c[
zH0 = sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γH0 − γ0, φ〉 |
〈γ0, 1〉 ] = supφ : ‖φ‖=1
E[
| 〈δH0 , φ〉 |
〈γ0, 1〉 ] .
n
U%¤g

g¾-S¤`XgY UXvN[`X[N\^[Zt [OSUcbY
q
Uc[ gs ,[aYY
q
)5¢ |yUXv
q
U
E | 〈δH0 , φ〉 | ≤ ωH [ 〈η0, g0〉+ ωH sup
x∈E
g0(x) ] ‖φ‖ ,
q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γ0, 1〉 = 〈η0, g0〉 ^bU-v^g  tNS
〈η0, g0〉+ ωH sup
x∈E
g0(x)
〈γ0, 1〉 = 1 + ωH
sup
x∈E
g0(x)
〈η0, g0〉 = 1 + ωH ρ0 ,
v^[a\Nua[
zH0 ≤ ωH (1 + ωH ρ0) .
^g`
q
\9Q
k = 1, · · · , n ^bU-v^g  t^S
γHk − γk = gk ηHk 〈γHk−1, 1〉 − gk (γk−1 Qk)
= gk (γ
H
k−1 Qk − γk−1 Qk) + gk (ηHk − µNk−1 Qk) 〈γHk−1, 1〉 ,
v^[a\Nua[
〈γHk − γk, φ〉 = 〈γHk−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉+ 〈δHk , φ〉 〈γHk−1, 1〉 ,
¤gs`
q
\TQ?;g]^\NtR[ZtY[
q
SX]^`
q


[m¤]^\NuUXbegs\
φ
^v^[Z`X[
δHk = gk (η
H
k − µNk−1 Qk) = gk (SN
H
k (µHk−1 Qk)− µHk−1 Qk) ,
9Q tR[5\^bUcbg\,¢o£%v^[Z`X[a¤gs`c[
sup
φ : ‖φ‖=1
E | 〈γHk − γk, φ〉 | ≤ sup
φ : ‖φ‖=1
E | 〈γHk−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉 |
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[ | 〈δHk , φ〉 | 〈γHk−1, 1〉 ]
≤ sup
x∈E
gk(x) sup
φ : ‖φ‖=1
E | 〈γHk−1 − γk−1, φ〉 |
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[ | 〈δHk , φ〉 | 〈γHk−1, 1〉 ] ,
q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γk, 1〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ^bU-v^g  t^S
zHk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γHk − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉 ]
≤
sup
x∈E
gk(x)
〈ηk, gk〉 supφ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γHk−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉 ]
+ sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈δHk , φ〉 | 〈γHk−1, 1〉
〈γk, 1〉 ] ,--
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b¢ [s¢
zHk ≤ ρk zHk−1 + εHk ,
=|RÀ3
bUcv Ucv^[

gRu
qs
[Z`X`cgs`
εHk = sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈δHk , φ〉 | 〈γHk−1, 1〉
〈γk, 1〉 ] ,
q
S¤gs`ﬂube\

Uc[a`cY'¢
n
U¤g

g3-S¤`cgsY UXv^[`c[N\N[Zt [ZSVUXbeY
q
Uc[ gi
p
[aY
q
`
­
)N¢ )'¤b°ÄUcv
q
U
E[ | 〈δHk , φ〉 | | HHk−1 ] ≤ ωH [ 〈µHk−1 Qk, gk〉+ ωH sup
x∈E
gk(x) ] ‖φ‖ ,
v^[a\Nua[
E[ | 〈δHk , φ〉 | 〈γHk−1, 1〉 | HHk−1 ] ≤ ωH [ 〈µHk−1 Qk, gk〉+ ωH sup
x∈E
gk(x) ] 〈γHk−1, 1〉 ‖φ‖
≤ ωH [ 〈γHk−1 Qk, gk〉+ ωH sup
x∈E
gk(x) 〈γHk−1, 1〉 ] ‖φ‖ ,
q
\Nt ]
r
g\'tRbeTbet^b\

9Q 〈γk, 1〉 = 〈γk−1 Qk, gk〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉
^bU-v^g

t^S
〈γHk−1 Qk, gk〉+ ωH sup
x∈E
gk(x) 〈γHk−1, 1〉
〈γk, 1〉
=
〈γHk−1 Qk, gk〉
〈γk−1 Qk, gk〉 + ωH
sup
x∈E
gk(x)
〈ηk, gk〉
〈γHk−1, 1〉
〈γk−1, 1〉
≤ 1 + | 〈γ
H
k−1 − γk−1, Qk gk〉 |
〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 + ωH ρk [ 1 +
| 〈γHk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] .
£%v^[a`c[¤gs`c[
εHk ≤ ωH [ 1 + E[
| 〈γHk−1 − γk−1, Qk gk〉 |
〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 ]
+ ωH ρk [ 1 + E[
| 〈γHk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ] ]
≤ ωH [ 1 + ρk sup
φ : ‖φ‖=1
E[
| 〈γHk−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉 ]
+ ωH ρk [ 1 + E[
| 〈γHk−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉 ] ] ]
≤ ωH [ 1 + ρk zHk−1 + ωH ρk (1 + zHk−1) ] ,
q
\Nt
r^
]

be\

Ucv^beS[OSUcbY
q
UX[ be\UcgD=|RÀ3ÄQ9be[

t^S
zHk ≤ ρk (1 + ωH + ω2H) zHk−1 + ωH (1 + ωH ρk) . 2
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q
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r
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qi
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gsUXbu[ N`cSVU%Ucv
q
U
〈γH0 − γ0, φ〉 = 〈SN
H
0 (η0)− η0, g0 φ〉 = 1
NH0
NH
0∑
j=1
XH0,j(φ) ,
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-
ö
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ÀZÁ
v^[a`c[
XH0,j(φ) = g0(ξ
j
0)φ(ξ
j
0)− 〈η0, g0 φ〉 ,
¤gs`
q
\9Q
j = 1, · · · , NH0

q
\Nt v^[a`c[
ξ10 , · · · , ξj0, · · ·
q
`c[b=¢ b=¢ tä¢,`
q
\NtRgY
q
`Xb
q


[ZS«bUXv uagsYYgs\
r
`cgs
q
^b

bUjQ t^beSVUX`cb  
^]RUXbegs\
η0
ov^[Z\Nu[ Ucv^[`
q
\NtRgY¡
q
`Xb
q


[OS
XH0,1(φ), · · · , XH0,j(φ), · · ·
q
`c[ b¢ b=¢ tä¢1bUcv §a[Z`XgBY[
q
\
q
\NtKbUcv 
q
`Xb
q
\5u[
var(g0 φ, η0)
be\NtR[
r
[a\NtR[Z\Ulgs
H > 0
¢
n
U¤g

g¾-S¤`cgsY Ð[aYY
q
)5¢ UXv
q
U NH0
H
→ ρ0
b\
r
`Xg
q
^b

bUQ
q
S
H ↑ ∞ Nv^[a\5u[
UXv^[
q
SXSX]^Y
r
UXbegs\NS%gs7£%v^[ag`X[ZY )5¢ z
q
`c[ S
q
UcbeS N[Zt,
q
\NtUcv^[be\NtR]Nu¬Ucbegs\
q
ScSV]^Y
r
Ucbg\ VÀO|Äv^g

t^S
q
U-SVUX[
r
0
^bUcv
V0(φ) 〈γ0, 1〉2 = var(g0 φ, η0) 1
ρ0
.
klScSV]^Y[\^g3Ucv
q
UUXvN[ be\NtR]5u¬UXbegs\
q
SXSX]^Y
r
UXbegs\ À3|sÄv^g

tNS
q
UlSUc[
r
(k − 1) ¢  giUXbu[ UXv q U
γHk − γk = γHk − γHk−1 Rk + (γHk−1 − γk−1)Rk ,
v^[a\Nua[
〈γHk − γk, φ〉 = 〈γHk − γHk−1 Rk, φ〉+ 〈γHk−1 − γk−1, Rk φ〉 ,
¤gs`
q
\9QD;gs]^\5tR[Zt Y[
q
SX]^`
q


[¤]^\NuUXbegs\
φ

q
\NtDUcv^[
q
SVUmUc[a`cY

gT[OS-Ucg §Z[a`cgbe\
r
`Xg
q
^b

bUQ
q
S
H ↑ ∞ ¢  gsUXbu[ qi SVg
UXv
q
U
〈γHk − γHk−1 Rk, φ〉 = 〈SN
H
k (µHk−1 Qk)− µHk−1 Qk, gk φ〉 〈γHk−1, 1〉 =
1
NHk
NHk∑
j=1
XHk,j(φ) ,
v^[a`c[
XHk,j(φ) = [ gk(ξ
j
k)φ(ξ
j
k)− 〈µHk−1 Qk, gk φ〉 ] 〈γHk−1, 1〉 ,
¤gs`
q
\9Q
j = 1, · · · , NHk

q
\NtvN[a`c[s9uags\NtRbUXbegs\
qie
Q
¢ `O¢ UO¢iUcv^[
σ
¨
qie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HHk−1

[a\^[Z`
q
UX[Zt9Q
Ucv^[
rNq
`VUcbeu

[lSXQRSUc[aY(]
r
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q
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bUQyt^beSVUX`cbe^]RUXbegs\
µHk−1 Qk
,v^[Z\Nu[Ucv^[`
q
\NtRgY 
q
`cb
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

[ZS
XHk,1(φ), · · · , XHk,j(φ), · · ·
q
`c[
b=¢ b¢ tä¢äbUXv §Z[a`cguags\NtRbUXbegs\
qi
Y[
q
\
q
\NtBbUcv
ugs\5tRbUcbg\
qi

q
`cb
q
\Nu[
(σHk (φ))
2 = var(gk φ, µ
H
k−1 Qk) 〈γHk−1, 1〉2 .
n
\Tbe[aÑgi
p
[ZY
q
`
­
)5¢ )D¤beb°
FH(d) = P[ | N
H
k
HρHk
− 1| > d | HHk−1 ] −→ 0
bUXv
ρHk =
sup
x∈E
gk(x)
〈µHk−1 Qk, gk〉
,
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r
`Xg
q
Nb

bUQy¤gs`
q
\9Q
d > 0

q
S
H ↑ ∞ ¢ n UÃ¤g  g3-S1¤`cgsY(£%v^[Zgs`c[aY(^¢ ) q \Nt ,[ZYY q m¢á|«UXv q U 〈γHk−1, 1〉 → 〈γk−1, 1〉
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〈µHk−1 Qk, gk〉 → 〈ηk, gk〉
q
\Nt
var(gk φ, µ
H
k−1 Qk) → var(gk φ, ηk)
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`cgs
q
^b

bUjQ,v^[a\Nua[
ρHk → ρk
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\Nt
σHk (φ) →
σk(φ)
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r
`Xg
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Nb
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bUQ
q
S
H ↑ ∞ ^bUcv
σ2k(φ) = var(gk φ, µk−1 Qk) 〈γk−1, 1〉2 .
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sup
φ : ‖φ‖=1
E|var(φ, µ′)− var(φ, µ)| ≤ 3 sup
φ : ‖φ‖=1
E| 〈µ′ − µ, φ〉 | .
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var(φ, µ′)− var(φ, µ) = 〈µ′ − µ, |φ|2〉+ 2 〈µ′ − µ, φ〉 〈 12 (µ′ + µ), φ〉 ,
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|var(φ, µ′)− var(φ, µ)| ≤ | 〈µ′ − µ, |φ|2〉 |+ 2 ‖φ‖ | 〈µ′ − µ, φ〉 | . 2
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|E[ exp{i u Y }]− (1− 12 u2 s2)| ≤ 16 c s2 |u|3 + E[ 1{|Y | > c} |Y |2 ] u2 .
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ei x = 1 + i x−
∫ 1
0
(1− λ)x2 ei λ x dλ = 1 + i x− 12 x2 −
∫ 1
0
(1− λ)x2 [ei λ x − 1] dλ ,
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(1− λ)x2 [ei λ x − 1] dλ| ≤
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[a
∫ 1
0
(1− λ)λ dλ]x2 = 16 a x2 ,
b |x| ≤ a 
[2
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(1− λ) dλ]x2 = x2 , b |x| > a 
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|ei x − (1 + i x− 12 x2) | ≤ 16 a x2 + 1{|x| > a} x2 ,
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a = c |u|
|E[ exp{i u Y }]− (1− 12 u2 s2)| ≤ E| exp{i u Y } − (1− 12 u2 |Y |2) |
≤ 16 c s2 |u|3 + E[ 1{|Y | > c} |Y |2 ] u2 . 2
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